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I. 



Verallgemeinerung der Hermite’schen Verwandlungs- 
tafeln der elliptischen Modularfunctionen. 



Setzt man fest, dass : 
1 



K 



f V'( i— **) (i— u'V) ; 1 K< Jv( i-x* 



äx 

) (1— ‘ ö*ä?) ; 



i K' 

T= ir ;q 



. — trK 

tt r i — 

e = e k 



definirt man ferner zwei Functionen cp (r) und x/j(t ) durch : 

>K t J 



(i +q*) (i+q 4 ) (i +q*) • • . 

K K q 



q ( 1 +q) (14 q*) (14- q*) • • •' 

( i — q) (l-q *) (i— q*) • ■ 

(i + q)tH q s ) (i + q s ) 

und bezeichnet sie mit dem Namen der elliptischen Modularfunctionen, 
die zu dem Modul r gehören, so sind von Hermite Verwandlungstafeln 
aufgestellt, *) vermöge welcher 

v cn:) - 

ausgedritckt werden durch cp (r), i// fr) und Exponentialgrössen, wenn 

3« a I i 

b. », “ 

die allgemeinste Transformation ersten Grades bedeutet. Die Richtig- 



’) Hermite, stir la rdsolution de l’öquation du cinquieme degrö. Comptes 
rendtis des söances de l’acaddmie des Sciences. Paris, 1858, tomo 46. 
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keit der Tafeln ist von Koenigs berger 1 ) und Schläfli’) auf ver- 
schiedenen Wegen nachgewiesen worden. Es sollen dieselben in noch 
näher zu definirender Weise auf eine allgemeine Transformation n ten 
Grades (n eine beliebige ganze Zahl) ausgedehnt werden. 

Sei zunächst n eine willkührliche, aber ungerade Zahl, die keinen 
quadratischen Tkeiler enthält, so sind bekanntlich') die beiden transfor- 
mirteu vollständigen Integrale C und i C' bestimmt durch: 

K = a (« 0 C + «,i C') 
i K' = a (ßfi + ßßC), 

ferner der transformirte Modul r‘: 



x' 



wenn a der Multiplicator und 



/ 1 0 Ct'T 
«I T — ~ß t ’ 



= n ist. 



! ßo AI 

Solcher Zahlensysteme a 0 «, ß n ß, giebt es unendlich viele. Alle 
aber lassen sich in eine endliche und bestimmte Anzahl von Classen 
eintheilen, deren Repräsentanten von der Form sind : 

d o j 

! — 16 1 8 ‘ I 

wobei: | = o, 1 . . 8‘ — 1, S Ö‘ — n und S einen jeden Theiler 
von n bedeutet. 

Die den letzteren entsprechenden transformirten Modularfunctionen 

,, . ,. /Jt4 16|\ . . 

-p 1 sowohl, wie die complementären rpl — ^ sind 



••e 

•Üt 

„6 

.'S 



-J 

S6 



dann, vom Vorzeichen abgesehen, Lösungen einer algebraischen Gleichung, 
der sogenannten Modulargleichung,- und können auf doppelte Weise dar- 
gestellt werden. 



’) Mathematische Annalen von Clebsch uud Neumann. 3. Band. 1870. 
! ) Journal für reine und angewandte Mathematik von Borchardt, 
72. Band. 

*) Siehe in Bezug auf die hier angewandten Sätze da» Werk : Die Trans- 
formation, die Multiplication und die Modularglcichungen der elliptischen Func- 
tionen von L. Koenigsberger. Leipzig, 1868. 
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f » t+ 16| \ 1 , s / - . (l+(l ,a )(l+q' *)(l~t~q 1 *) • • • 

V ** / K ’ Kq (1 +-q'r(i+q'’)(i+q“) 

_,<**+ 16 
= e 1 S 



q' 



(i) 



GKM'** 4 r ■ s,c v *=*•<»> 

wobei das Legendre’sche Zeichen bedeutet. 

Dabei ist einerseits, wenn die Transformation gegeben gleich: 
i S o 

das zugehörige w = m K -j- m'iK', wo: 
m' — q 8, ni = p 8‘ + 16§q, 

und q und p die einzige Bedingung erfüllen, dass m und m' zu einan- 
der relativ prim sind; andrerseits, wenn oi gegeben gleich: 
nt = m K + m'iK' (m und m' relativ prim) 
die zugehörige Transformation : 

• 8 o 

i- -16|J' : 11 

wo 8 der grösste gemeinsame Theiler zwischen m' und n ist und 

16 |m' = md mod n, oder anders geschrieben: 

y m 8 , 

16 g — — r mod n. 
m' 



Hierdurch ist im letzteren Falle alles eindeutig bestimmt, wenn wir 
noch festsetzen, dass | positiv und kleiner als 8‘ ist. 

Aohnliches gilt für xp^ T 1 Ö und zwar geht nach J a c o b i 

Fundamcnta § 25 T in sein complementäres xp 

über, wenn für w: — iw, für u* : 1 — u* = u'* gesetzt wird. 

Behalten wir für n die obige Beschränkung bei, so stellen wir uns 
vorläufig die Aufgabe, die Repräsentanten der rp und xp Function, die 
zu einer Transformation n ,en Grades und zu dem Modul: 






i b. fl. r • | , , 

z = — * , wo a 0 b,— a, b, = 1 

a, t — b, 

gehören, auszudrücken durch die Repräsentanten der <p und xp Function, 
die zu derselben Transformation n ,on Grades und zu dem Modul r ge- 
hören. 
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Erwägt man, dass in beiden Fällen die Repräsentanten der cp und 
ip Function, vom Vorzeichen abgesehen, Wurzeln ihrer zugehörigen Mo- 
dulargleichung sind, dass ferner diese Modulargleichungen von demselben 
Grade und nur in dem Coeffizienten von einander verschieden sind, so 
ist klar, dass die Aufgabe auch als Transformationsaufgabe der Modular- 
gleichungen aufgefasst werden kann. 

Zu unseren weiteren Betrachtungen ist es nöthig, folgende Bezeich- 
nungen einzuführen, die als Verallgemeinerung der von Her mite') ge- 
brauchten gelten können: 



-* (.♦£)(.+$ 

.WSt,3% =|/2 



-- , für: 



(l+qJ'Xl I q*') • 

ca — p 8' K -f- qd iK' (pd' und q 8 relativ qrim). 

„ 4d \ 

, 2<fS e, I , . . . 

+ U q d I •- 

„f-oc für: 



äs S f 
..16 „ 8 J'' 


' , 2 8 
1 + (Z s qJ' ; 




' 8 s S 


( 


1 +a 2 qd 


• <*'- 1 , 





2irr 

u — e n <0 = (p<5' -I- ql6£j K -}- qdiK' = niK -f- m iK', 
wenn: 16 £ = s ~ m ~ mod u, und m' und n den grössten gemein- 

f 

Samen Theiler 8 haben. 



f (l + qV)(l+q'd) ' • ’ 



qp(^r,d-)oo = Vi cßS- j— gjvr , für: 

(l + q<f j (l i q S ) • ' • 

6) ss= p 8 K }- (( 8‘ i K*. 

Genau in derselben Weise mögen die ip Functionen bezeichnet wer- 



den, indem man in : 



Mt) = n-'Dd-q’) • • 
(l+q)(I+q 3 ) .. 



für x der Reihe nach : 



8 t 8 x -I- s 8' x 
8 ’ 8 ~' 8 



setzt. 



'JHerinite, sur la theorie des equations modulaires. Comptes rendus. 
1869, tome 49. 
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Es ist dann xp{Sr,S')» die complementäre Funktion von 
Bekanntlich lassen sich alle Linearsubstitutionen aus zwei Funda- 
mentalsubstitutionen zusammensetzeu. ans: 

10+11 +1 0 ! 

! -i o | und -i +i 1 

wir werden daher zunächst auch nur die diesen entsprechenden Modu- 
larfunctionen : 

?(<*[-*] ’) 8 ’ V\ S |t f l]+j s 

zu betrachten haben. 

Wie soeben bemerkt wurde, geht die Function cpyÖr,d') & in ihre 
complementäre über, wenn man für u 8 : u' 8 , für o> : co‘ — m'K’ - miK 
setzt. 

— rrK 

Sei p = e K ‘ , so wird: 



*- - 4 co 1 2(n— 1)W 

8 snc — . . . snc tür : 

n n 



y(ä r, S‘) t = (-j) (V u 

co = q 5 K' -(pd’ + 16|q)iK 

(’ 2 S- \ f 4<f‘ \ 

y, A,i+ p t Ai+p 



y(dT,S ) 0 = V 2 \ P u 



für : 



( * \ ( 3 ? > . 
\ 1 I J \ 1 -r p * J 



. — urf 



xfj(8t,S ') ) 8 — V 3 k1< ’ V p 



co' — q <5 K' — p b i K. 



( urf u \ / 3urf 3u\ 
1 f a* p" / \t + « 2 p u ’/ 



für : s — 1 . . . S — 1 , 

w = m'k 1 — miK = q#K’ — (p$‘ + 16fq)iK, 
wenn u der grösste gemeinsame Theiler zwischen in und n, d. h. zwischen 
p 8‘ + lti£q und n oder zwischen cS‘ und 1(>|, ferner uu' = n und: 

ö - — — mod n ist. Aber: 

m 

m 8 , , 

s = — — mod n, also: 



du 



mod u. 
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tfjiS 



» / MN / 4S\ 

. \/ \/ £v + P* / \1 +V S ) • • • 

"*■>- “ V » ^7 5TV7— «V * r! 

m+p'v vi+p'V ■ 



<u' = qd'K' — p^iK. 

Wir können die drei letzten Formeln in eine zusammenfassen : 



oder: 



= 7>(u[— *-j u'^ rf , s = U, 1, 

'/>(<* [ ~ f f( ur > u ')rf> s — 0, 1 . 



1,00 



3 ' — 1,00 



wenn : 



Sn 

0 zz mod n , 

8 

und u der grösste gemeinsame Thciler zwischen S‘ und 1 6 £ oder zwischen 
S und s ist. 

Offenbar ergiebt sich bei derselben Bedeutung der Buchstaben 
ebenso : , 

( f(s * i ö — tff(n r, u')d, s = 0, 1 . .. S‘~ l,ao. 

In allen folgenden Befrachtungen zeigt es sich, dass die Indices 
Null und Unendlich genau denselben Gesetzen, wie die übrigen, folgen. 
Es geschieht daher der Allgemeinheit kein Abbruch, wenn in fernerem 
von ihnen abgesehen wird. 

Noch zu bemerken ist, dass die rechten Seiten der beiden letzten 
Gleichungen auch dadurch entstanden gedacht werden können, dass in xfj 
resp. qp(r) auf r successivc die Substitutionen n tcn und ersten Grades: 

I u 0 I a i 0 + il 
-18* u' ! und +1 ob- 

wo 16« == ff mod n, angewendet sind. 

Der zweiten Fundamentaltransformation entsprechen die beiden Mo- 
dularfunctionen : <jp(.)'[r + und + l]J'} g . Nun ist nach' De- 

finition : 

* • (l_4 /" (l + ß 2 * 1 q*) ■ • ' 

ff(St,S') s — y-2. ß 16 .q 8,f ' / - Jg J \ / 8£* öS\ 

\l-fa a q^ / \1 4 w 2 q / 
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Also: 



<p{8[x + !]*').= 1/2 e 8 « 16 q w 



«in d(s+*) S f J(s-\S) j.') 

« .. tfi -RA' >Ll K _ ' 

/ J(»+f) s \ 

1^1 — a 2 q s ' ) . • . 



oder: 



qp(<J[T +!]<?'). = e 8 J , s = 0, 1 . . . 8' - 1 , «o . 

Erhebt man beide Seiten auf die achte Potenz und zieht sie von 
der Einheit ab, so ergiebt sich: 

,MäM-l],n = ^- 3 y «te: 



ip[8[r -(- 11, ^ ) 3 



l 



1IJ(Ö T , £'l s+( f 

wenn e eine achte Einheitswurzel bedeutet. 

Die Wahl derselben bestimmt sich daraus, dass für q = o: 

lim tl»(dTr + 11<P) S = lim J .... ist. 

s4<f 

#* 

Es folgt dann nämlich, dass auch allgemein: 

1 



ip(d'tT+ l)S'} s = — x c 

^{8t,S , ) s+s 



, s = 0, 1, ... S 1 



1,00 



sein muss. 

Da such in diesem Falle die rechten Seiten der beiden letzten 
Gleichungen durch successive Anwendung einer Transformation n ,en und 
ersten Grades entstanden gedacht werden können, so folgt, dass ähn- 
liches für den Fall der allgemeinen Transformation ersten Grades gelten 
muss, d. k., dass sein muss: 

/*[bo ~ »«»l.A _ J— 16*ß 0 -t u'j'o — « 0 ur\ 

*v Ls— tJ'> - n^r+T«i^— » r «.v 

Jglh ~ a# T 1 = V - l*xa t + u '7 , - «o u r\ ‘ 

\ [a, r — b,J J b 'V^nr -t- lt>x/? 0 — u'S 0 ) ’ 

wobei die Grössen x, u, u', « # , ß t , y 0 , sich als ganze Zahlen aus den 
Gleichungen bestimmen lassen: 



*) In Betreff des Faktors e 8 siehe die Grenzbestimmung von Matthieu, 
journal de l’ecole polyfcchnique , cah. 12. 
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« 0 u — a, 16| — a 0 d' (16 1 =3E s mod n, £ -<<?'). 

— 16x« 0 4- u'y 0 = <?b 0 — b, 16|‘ 
ßo u = a, 8' 

16x/? 0 — u'<) 0 = — b' <5' 

u o o ßo Yo — 1 • 

uu' = n. 

Welches die Werthe von u, u', 16 x sind, d. h. welches die Re- 
präsentanten sind, durch die sich 




K 

a, 



— a„r 

t — b, 






ausdrücken lasssen, ist unmittelbar ersichtlich. 

In der That, es ist u der grösste gemeinsame Theiler zwischen 
a 0 8 — a, 16 £ und a, 8‘ oder zwischen a 0 8 — a, s und a, 8', ferner 



- und: 
u 



16 x 



^ f— b 0 8 + b, s\ 

= o — ul ) mod n. 

v a„ 8 — a, s J 



Es bleibt somit nur übrig aus den Gleichungen die Grössen cs 0 , ß 0 , 
/o, 8 0 für die einzelnen Transformatip^sfälle festzustellen. Durch dieselben 
ist dann die Form der Ausdrücke von 






durch jene schon gefundenenen Repräsentanten eindeutig bestimmt. 

Da die Rechnung sich hierbei ziemlich langwierig gestaltet, empfiehlt 
sich eine andere Methode, durch welche dasselbe Resultat auf kürzerem* 
Wege erreicht wird. Es ist dieselbe analog derjenigen, die Schläfli 
in seiner schon citirten Arbeit angewendet hat 1 ). 

Wir unterscheiden sechs Transformationsfälle. 

I a, = b, 1, a, b 0 = o mod 2. 

Nach Schläfli lassen sich alle Substitutionen dieser Art zusammen- 
setzen aus der successiven Anwendung einer geraden Anzahl von Substi- 
tutionen der Form: 



1 0 [ 


1 


2 h, 


1 o 


1 2h r 


! -2g, 1 , 


1 0 


1 


' ‘ -2g, 0 i 


0 1 



y Siehe pag. '6. 
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wobei : 

1 25 : 



gm 


b 0 a 0 + 


1 = — b 0 b, 


+ 


b, 


hm 


3-1 ^0 -f'* ^0 


1 ” 1- a, b, 


+ 


b, 



r mod 16 



Nun ist aber, wie aus der Zusammensetzung der beiden Fundamen- 
transformationen unmittelbar folgt: 

2i>rnk 

<jp(d'[r -|- 2 k]A')s = e * y(#r,^') g -(-2k<f 

+ 2 k]£‘)s = y(d r. 3 % 1 2 k 6 



S II 

<T-2 ks 



v ( J [r-2k^] 5 ') s = ,/,Cur ’"' ) 

• 2i«kn 

_2 kr r')* = e 8 1 /'( UT > U ‘ 



2iirkn 

) SU 

t — 2 k s 

wenn u der grösste gemeinsame Theiler zwischen 
2 k 3 ' und 3 — 2 k s . 
u u' = n ist. 

iir 

Setzen wir daher e ^ .= (>, so folgt für den ersten Transformations - 
fall allgemein : 

<f( 4 b ° r l «J - ) = f» nA ‘. U') . 

* \ La, r — h, J / s ' f / — b 0 3 + b, s\* 

\ a„<? + a, s / 



V, L«I * l»! J / U 



/— b ( , d + b , s\ 
\ a 0 3 + a, s / 



wobei : 



Ai — b 0 a 0 -i a 0 2 — 1 ~ — b 0 b, + b, J — 1| 

B, ==. a, a 0 + a u 3 — 1 = -| a, b, 4 b, a - m ° d lb 
u 'der grösste gemeinsame Theiler zwischen a 0 S — a, s und a, 3 ', 

und u* = n - ist. 
u 

* 

Die fünf anderen Transfonnationsfälle lassen sich nach der von 
Schläfli angegebenen Methode auf den ersten Fall reduciren. 

Dabei ergeben sich folgende Resultate: 

II a 0 0, a, 1, b 0 ~ 1, b, 0 mod 2- 
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-Ä« 

V-- 



^(4afr-b^') s = " nA2 ^ UT ' U% 

^O ä ~ ^ lBj ^ ^ ’ U '* <,, wobe ’ : 

A-i b g a g 4~ b° 1 - a, a g ~r a, 1 ^ 



B, i= b„ b, + b g 5 - 1 i; - a, b, + a,’ - li 
III a 0 = 1, a, := 1, b 0 0, b, :_£E 1 mod 2. 



mod 16. 





b 0 a 0 t 


iA ..nAs I 


_a, x — b,. 


0 ) a ^ (f{ uT,n')rf 




[b* — a.r 1 


U\ _ ,.n Bs ^(UT,_U> 


La, r — b,_ 


1 / s P Cf'(u T,u )(S 



A « =~ ~ b > b o + b , J — 1 = b „ a, + V - 1, j mod lfi 
B s = o, b, \ 

IV a 0 — 0, a, -- 1, b 0 rs 1, b, 1 mod 2. 

J = <> nÄ4 \ r 1 — r r 

L«, T-b,J )* i/;(uT,u')tf 

yf4 t, ~VV'\ = 

\ [a, t — b,J /» * xfj(uT,u‘)<s 



4 ~ : — a 0 b„ + b., 1 — 1 
4 = a, b, 

ya„ = 1, a, — 0, 1) 0 - 1, b 



a “ + a,S lj mod 16. 



" 1 mod 2- 



s — b 0 ä„, 

0 - — a, b, 4 b,’ — 1 



a u a, + a 0 ’ - 1 \ 
1, b, — 0 mod 2. 

r \ La t t — b,J / a r (f( ur,u')d 



mod 16. 



y I a g -- — - 1, a, " — 1) b tf 






a<> b 0 , 



B* = b, b 0 + b 0 2 - 1 ~ a, b, + a, * — 1 
In allen Fällen ist 



1 

^p(UT,u')tf 

mod 16. 



0 = / mod n 
\ da 0 — a, s / 
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u der grösste gemeinsame Theiler zwischen 

a 0 3 — a, s und a, S', 

endlich u' = -5-, 
u 

Hiermit ist aber dieselbe Aufgabe für einen beliebigen unpaaren 
Transformationsgrad gelöst, wenn alle diejenigen Repräsentanten ausge- 
schlossen werden, bei welchen 3 y ö', s einen gemeinsamen Theiler haben. ■ 
Es wird dieses nachgewiesen sein, wenn wir zeigen, dass in keinem 
der sechs Transformationsfälle: 

“ d 

auf eine i[> oder (f Fraktion führt, die zu den ausgeschlossenen Re- 
präsentanten gehöät. 

Es genügt den Beweis für die beiden Fundamentaltransformationen 
zu führen, da er alsdann allgemein richtig sein muss. 

. Nun war 

~J d' n‘) tf , wobei die Gleichungen galten: 

— «u = 16 1 

— 16 xu + u ' y —■ — 3 
Vu =r 3‘ 

16 xß 0 — u' ä 0 — 0. 

Aus den Gleichungen folgt , dass jeder gemeinsame Theiler von 
16 x, u, u' gemeinsamer Theiler von 16 £, 3, 3' sein müsste, was nach 
Annahme unmöglich ist. 

Aehnlich gestaltet sich der Beweis für (p(S[r -f- l]d') s • 

Was endlich die Transformationen paaren Grades anbetrifft, so 
lassen sich diese aus Transformationen unpaaren und Transformationen 
zweiten G. zusammensetzen. In welcher Welse dieses geschieht, ist 
in den einzelnen Fällen zu berechnen und dann die frühere Methode 
auf die unpaare Transformation anzuwenden. 
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Ueber die Reduction dev Modulargleichungen , die zu 
einer Transformation des ö., 7., 11. Grades gehören. 

Nach Galois ist es möglich, den Grad der Modulargleichungen, 
die zu einer Transformation des 5, 7, 11'™ Grades gehören, durch eine 
rationale . Substitution um die Einheit zu verringern. Es soll versucht 
werden, im Folgenden die Richtigkeit dieses Satzes nachzuweisen: 1 ) 

Der Beweis stützt sich auf Reihenentwickelungen der Wurzel der 
Modulargleichungen nach gebrochenen u Potenzen, wenn u* die frühere 
Bedeutung hat. Dieselben sind für Priinzahltransformationen von Ma- 
tliieu in seiner schon citirten Abhandlung*) durchgeführt und der Weg 
gezeigt, auf welchem man die Coefficienten berechnen kann. 

Ffir Transformationen beliebiger Grade ist die Form der Entwicke- 
lung von K o e n i g aufgestellt worden : 3 ) 

Wir beschäftigen uns zunächst ausschliesslich mit, der Modular- 
gleichung, die zu einer Transformation fünften Grades gehört. Nach : 
ihrer Betrachtung wird es leicht sein, die gefundenen Resultate zu ver- 
allgemeinern. 

Die Gleichung lautet nun : 

t/' — u 6 — 4u n(l — u 4 t/*) -(■ 5 u 1 v , (v' 1 — u 3 ) = 0, i 

♦ 

wobei v die unbekannte, u 8 — vt>( x)’ der primäre Modul ist. 

— — 

') Ein Beweiss desselben Satzes ist von Hermite angedeutet? comptes ren- ! 
dus 1859, tome 49. 

*) Siehe pag. 11. 1 

3 ) Koenig: Zur Theorieder Modulargleichungen der elliptischen Funktionen, 
Heidelberg, 1871. .« 



Digitized by Goögli 



17 



Ihre Wurzeln sind : 



... /r\ /t+IG\ /r-f 2. 16\ /r + 3.1Ü\ 

<»> <— > <—£—;• — )• 

/r+4.16\ 

• <— } 

Bezeichnen wir diese Ausdrücke der Reihe nach mit : 

j ^0 ) ^1 > » ^8 1 ^4 

8 2<ri 
5 



und setzen ß, = e J , so sind die angedeuteten Entwickelungen: 
* 0 =A,tt 1 /* + A 2 u 9 '' 5 + A s u "' 5 -[- A 4 u S V* -f A s u”' s +... 

x i — A, «i u 5 -j~ A 1 « l *u rS 4- A 3 ß, V 5 -(- Aju” 5 -f Ajß , 3 !! 35 / 5 -|- ... 

*,=A l « l , nV» + A,« 1 *a , A 4 - Ajßj ‘u ’ 7,5 4- A t u*V 5 4 - A»«,«"/* 4-... 
* 3 — A,«! 3 u 5 4- A a ß, 3 u J 4- A 8 ß, a' r ° 4" A 4 n a A 4- Ajß t 4 u ^ 5 -f ... 

x * — A 4 «1 ‘u ’ 5 4 - A.^u/o 4- Aj«,^"'» 4- A a u S5 - s 4- A s ß l W»4- .. 

*oo = — B 0 U 5 , — B,u 13 , — B 2 u 31 . . . , 
wobei die A,, A 3 ... B 0 , B, ... reine Zahlenfactoren sind. 

Es haben diese Grössen die Eigentümlichkeit, dass sie, abgesehen 
von einer achten Einheitswurzel, die bei allen dieselbe ist, in einander 

S1:T 

übergehen, wenn man an Stelle von u : ue 1 , s — 1 . . . 7, setzt. 

Durch Einführung der complementären Modularfunctionen erhält man 
eine Entwickelung derselben Grössen nach Potenzen von (u — 1) \ Die 
Richtigkeit der Indiens folgt aus den früher gewonnenen Resultaten. 

x — , /o == *ao == ‘[l + IV (u— l) 1 ' 5 + B t '(u— + !V(ta— i)* 4-...] 
= — tl + B,*#, (u - 1 )Vh- B t '« l 1 (u-l)’fc+ B s 'ß, *(u — l)*f* f...] 

v*_ i/ a — *« =-[l+B l '«,*(u-l) , fc+ B,'« l 4 (u-l) ,Ji + B,'ß, (u— 1 )%+■...] 
— *» =-[l + B, / ß, 3 (u-l)7*+ B a 'ß,(u— ])’V+ B s '«, 4 .(u— 1)*+. •] 
= =-[l + B l / « l 4 (u-l) , /.+ Bj'ß, 3 (u- 1 ) !,s + B» 'ß, 3 (u— 1 f» + ...] 



5+1 



*_1 = X 0 =53 1 + C t (u — 1 ) B + C a (u— 1) 

CO* 

wo die B,', B 3 ‘ ... C,, C. a ... reine Zahlengrössen bedeuten. 

Aus dem so eben Bemerkten geht hervor, dass man, abgesehen von 
achten Einheitswurzeln, weitere Entwickelungen derselben Wurzelgrössen 



/ S1 ZVA 

nach Potenzen ven \u~e 4 / s = 1 ... 7 erhalt, 
Krause, Transformation der Modutargleichungen. 



wenn man für 



2 
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sirt 

u:ue~^ s= i ..7 in die letzten Formeln einsetzt. 

Es sind dieses die angedeuteten Entwickelungen. 
Der. zu beweisende Satz lautet: 




/r + 3.16:Yl 

)i 

oder = [*» — *o] [** — *.] [*» — *»]» 



so sind die Grössen : 

0 (f) , <l\r + 16), ^(r + 2.16), </>(r + 3. 16), &(r -\- 4 : 16) .j 
Lösungen der Gleichung fünften Grades: 

—2*b*(p.rp*(j)‘f lt (T) — 2 , |/5»9P , (t)»/'“(t)[ 1 + <p'(r)] = 0. 

Wir beweisen ihn, .indem wir allgemein die Form der r ,en Potenz- 
summe : 

4 

26 <t>(* + 16i> 



feststellen. 





Die 


erste Reihenentwicklung der 


x kann) in 


die Form gebracht werden 


Xo 




n'!% 




-r 


u 2 /^. 


+ 


u/‘S.' 


+ 


u'1% 


+ 


u 5 ' s S s . 


X x 


- 


u'^cf, 


s. 


+ 


u , ^ s ef l *S* 


+ 


u 5 ' 5 «, 3 S, 


+ 


u^«,‘S 4 


+ 


u 5 ' ,!, S s . 


x> 





u' 5 «i 


’S, 


+ 


u’/ 5 tz, % 


4- 


u 


+ 




+ 


U V%. 


x% 


' 


5 

u ' «, 


»s, 


+ 


u^ 5 «, S, 


+ 


4 S, 


t 


u*/‘«i*S 4 


+ 


u^S*. 


Xi 


— 


t/t 

U '*«, 


40 

l 0 i 


+ 


u^X’Sj 


+ 


u’/V.’S, 


+ 


u 4/ V, S 4 


+ 


u 5 ' 5 S 4 . 



*ao — — n 5 S # , 

wo S, . . . S„ Reiben sind, die nach ganzen Potenzen von u fortschreiten. 



Hieraus folgt zunächst, dass 

</>,' r) = (x 0 — *«,) (*, -*4) (*i - *.) 
eine ganze Fkt. von u'^ ist, dass ferner, wenn wir setzen: 

= f(u^‘) wird: 

0(r -1- 16) = f(«a ,/5 ) 

0(r + 2. 16) — f(«’u’ 5 ) 

t 
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0 r + 3 . 16) = f' ß S u' /S ) 

<P{T -f 4 . 16) = f(K* u'/ 5 ) 

Also: 

. 2$ 0 f + 16£)r = fl,uV 5 ) V + ... f(«*u''' s )' , 

o 

d. h. es dürfen in den einzelnen Potenzsummen gebrochene Potenzen von 
u nicht Vorkommen. In der That, es sind dieselben in den einzelnen 
f Fkt. stets mit einer anderen fünften Einheitswurzel multiplicirt und 
heben sich daher in der Summe gegen einander auf. 

Der Grund hiervon ist der, dass die Potenzsummen sich nicht än- 
dern, wenn man an Stelle von r : r + 16 f, oder, was dasselbe ist, an 
Stelle von x^ : Xj, + , 6 * setzt. 

Jede der f-Fkt. hat den Factor u*», mithin die r ,e Potenzsumme 

Sr 

derselben den Factor u s . Daraus und aus dem vorher Bemerkten folgt, 
dass ist: 

i »r + t 

. ' 1 2$ 0 , r + 16) = u * F(u) , 

0 

wo F(u) eine ganze Fkt. von u und v die kleinste ganze positive Zahl 
ist, die 

3r -f v = 0 mod 5 

macht. 

Bringt man die zweite Reihenentwickelung der x in die Form: 




+ (u 1) 
+ (u-1)' 
+ (u-1) 
+ (u-1) 
+ (u-1) 



V ’+ (u— l)*/ s S,'_ + 

Vs,' + (u-l/'VS/ + 
'W + (u-l/V/S,' + 
’ 5 «, ’S, ‘ + (u-1 /VS,' + 
'V* S, ' + (u— i/V’s»' + 



(u — l/ ! $ a ] 

(u-l/V'l 

(n-l/V'] 

tu-l/V] 

(u — l) 5 ' 5 S*‘J 



= 1 + (u— 1) 5 S # ' , 

wo S, ' ... S 6 ' Reihen sind, die nach ganzen Potenzen von (u — 1) fort- 

i i 

schreiten, so folgt ähnlich wie vorher, dass die Grössen 2* (p (T jgiji 



2 _r + [t 

ganze Fkt. von (u— 1) sind und den Factor*(u— 1) 5 haben müssen, 
wenn fi die kleinste ganze positive Zahl ist, die 

2r + fi ~=. o mod 5 

macht. 



2 * 
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Was von der Entwickelung nach Potenzen von u— 1 gilt, istl 
wörtlich zu übertragen auf die Entwickelungen nach Potenzen vonj 

S i rr * 3 

n — e“4 3ail ... 7 . Es muss daher die r tc Potenzsumme 27 0(r + 16^) r denB 

o ff 

Factor : 



Cu 



/ i«\ / 7ifr\:*£+r / \ 2 r +p 

— 1) \u— e 4 / . . . (^u— e 4 /J 5 = yu* — lj ° 



haben, wo u in derselben Bedeutung wie vorher gebraucht ist. 
Also : 



II. 27 tfy + 16‘) r 



3r + V 



g r + U 



(u s -l) * F^u), . 



wobei v und ,« die vorher angegebenen Grössen sind und F,(u) eine ] 
vorläufig noch unbestimmte ganze Fkt. von u bedeutet. 

Der Grund, wessbalb die letzten Schlüsse gezogen werden konnten,] 

>st der, dass die Potenzsummen sich nicht ändern, wenn an Stelle vonj 
x h : x j gesetzt wird. 

i 

Es bleibt übrig, die Form von F,(u) festzustellen. 

Wie bemerkt, gehen die einzelnen Wurzeln, abgesehen von derselben 
achten Einheitswurzel in einander über, wenn man an Stelle von | 
sisr 

u : ue 1 , s = 1 ... 7 setzt. Dabei zeigt es sich, dass die Potenz--® 
summen mit Ausnahme eines constanten Factors, der eine achte Ein- fl 
heitswurzel ist, unverändert bleiben. Auch dieses hat darin seinen Grund, | 
dass man in 

4 

’ 27 <£»(r + 16|) 

0 

' an Stelle von : *k 4- ltü setzcn kann . ohne den Ausdruck zu än- i 
dern. 

Hieraus folgt unmittelbar, dass seiu muss: 

F,(u) = const. u"[l 4 c,u 8 4- c a u 16 4- c 3 u 24 4- • . 






Der Grad könnte dabei noch ein beliebiger hoher sein. Nun bleibt 

aber die Modulargleichun^ ungeändert, wenn man an Stelle von u : — 

1 u 
von v : — setzt. 
v 

13ei dieser Substitution wird in unserem Falle aus: 
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j 

x. 



oder allgemein aus: 



Xo, 




*i i 




X t , 


i 


1 


1 


1 


1 


*0 


*% 




* 4 ’ 


x ao 






i 








*k : 


X 


\ 





l + k 



Daher wird : 



0fr), = -<*>' 



(r + 3 , 16) 

«3 X, X; X t 



Also: 



0(r + 161), = _ 0 (t 1 - 2 . 16) s 

. - ^3 *4 ^5 ^ß 



i <% + i6 ir, = +s& <p ( * + 16 y 

0 ' 1 O (*!*»• ..* 6 ) 



Nun ist *, * a # s . . * 6 = — u* also : 

4 4 



26 0(r + 16£j' = ^ 0 (T + U J 6|X - 



Es erlaubt dieses Resultat mehrere Schlüsse zu ziehen. 

Wir fanden für die r te Potenzsumme die Form : 

4 • 

2£ 0{r + 16 |) r = c.uP'Cu 1 — l)« r (l + au 5 + a,u' 6 + ...). 

o 

Soll aber dieser Ausdruck, wenn für u : t ' gesetzt wird , in sich 
selbst, dividirt durch eine u- Potenz übergeben , so muss erstens q r eine 
gerade Zahl, zweitens 

1 + a u 8 -f a,u 16 + . . . 
eine reciproke. Gleichung sein. 

Ferner folgt, dass der Grad der rechten Seite als Function von u 
betrachtet, gleich ist: „ 

6r — p r . 

Somit ergibt sich das Endresultat: 

III. 26 0T -f 16£) r = uPr(u 8 -l)ü ? (ao' + a,r« 8 4- • •• a m rU 8ra ), 

0 

wobei : 



Pr > 



3r 4- 
5 
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q r = 0 mod 2 > 



2r + /u 



8m r + 8q r = 6r — 2p r , 
ai r = a( m . i)r und v und [i 
die kleinsten ganzen positiven Zahlen sind, die den Congruenzen genügen : 

3 r -4- v = 0 mod 5 , 

2 r + fi= 0 mod 5. 

Für r = 1. 2, 3 kann diesen Bedingungen nicht zu gleicher Zeit 
genügt werden, es sei denn, die Potenzsummen wären gleich Null. 

Für r = 4 und r = 5 folgt nothwendig die Form : 

2$ 0(r + 16|) 4 = au 4 (l— u 8 )*, 
o 

2$ <P{T 4 16J)' = a,u*(l — u , ) , (l -f* u*) 

o 

Bestimmt man noch die beiden Constanten a und a,‘, was ohne 
Schwierigkeit geschehen kann, so ergiebt sich in der That, dass die 
Grössen : 

4V + 16), ^(r+2.16), <P(r-\ 3.16), ^(t+ 4.16) 
Wurzeln der Gleichung fünften Grades sind : 

0s_2 4 5 8 0(p 4 (t) ( 1 =qr ,8 (T)J 5 — 2* V'5 , qo 8 (r)(l-9) , (Tj) , (l + <jp 8 (t)) = 0, 
wobei 

(plr) — u. 



Anmerkung. Der Beweis, dass die erste Potenzsumme gleich 
Null ist, lässt sich noch auf mehrere andere Weisen führen. 

Es empfiehlt sich eine Methode, durch die zugleich gezeigt wird, 
dass auch die dritte Potenzsumme gleich Null sein muss 
Wir wollen dieselbe kurz aifgeben. , 

An Stelle der <p-Fkt. können die eomplementären Functionen ein- 
gefülirt werden, da hierdurch das Endresultat keine Aenderung erleidet. 
Nun ist: 

2 (- 1)"Y »(3m* + m) 

i/.'fr) — 

2 (— i)7«m(m + 1) V*(3m* + m) 
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,, /Sm 5 + i» \ 

2' (- !•) q 3 ' 



> (- 



1) 



i . , . ,, , , /3m’ + m\ • 

4 1) '/»V — * ' ) 



Wir können den Quotienten in die Form bringen : 



TA v = 



q"»A, + q'’A, 
q‘ ,l B, -i- q'»'Bj 



A, 

B„ 



wo A„ A,, A„, B„ B 4 , B 3 Summen sind, die nach einem bestimmten 
Gesetze nach ganzen Potenzen von q fortschreiten. 

In der Tliat, es können Exponentialgrössen der Form : 

3 -f 5m 4 + 5m 

+ q 5 und + q 5 



nicht Vorkommen, da die beiden Congruenzen : 

7, (3m 5 + m) 3 mod 5 und 
7* (3m* -|- m) : 4 moi 5, 

oder wie man sie schreiben kann : 



(6m -f 
(6 m + 



nicht lösbar sind. 

Daraus folgt, dass wird : 




VA 5 *) 



l) s — 3 mod 5, 
1)* ~ r : 2 mod 5, 



cvr’A, + «.V'A, + a 3 

tf,q"*B, 4- k,V ;i B, -r B 3 

c, 5 q"*A, + ßi 4 q**A 4 4- A, 
a t 5 q 1, *B l + «, V»B, + B a ’ 
a, »q’U, 4- «,q’ /j A, -f- A„ 

ß.V'B.d- i^q'B, B, ’ 

«1 , q 1,1 A , 4- «, 3 q’*A a 4- A 3 
4 «, *q*B 4 4- B, ’ 

_ 

b/ 



Mit Hülfe dieser Grössen haben wir zu bilden : 




Bezeichnen wir nach Einsetzung der obigen Grössen den Nenner 
des ganzen Ausdrucks mit N, setzen ferner: 
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A,B, — AjB a = H, 

so wird, abgesehen von einem constanten Factor: 

N *P(r) = - q'*H 3 - qMFG — q*(H*F - G S H) + q*i(F J H — G 5 F) 
+ q ,, >F 1 G + q*'»F 

^(r + 16) unterscheidet sich von jP(t) nur dadurch, dass an Stelle 

r jr 

von q 0 : « 1 r q J getreten ist. Aelinliches findet bei + 2 • 16J . •: 
iP(r + 4 • 16) Statt. 

Da nun in dem Ausdrucke für N l / J (r) ganze Potenzen von q feh- 
len und 

1 + ß, + «i 3 + «, 3 + a, * — 0, so wird : 

Kli T+ 16|) = 0, 

0 

oder : 







■I 



d. h. auch: 



h ?P<*+ ie$) = o, 

0 




i'i i6 !) = o. 

0 




Bilden wir jetzt die dritte Potenzsumme, so haben wir nur nöthig, 
die Coeflicienten der ganzen Potenzen von q zu suchen , da die der ge- 
brochenen beim Summiren sich wieder fortheben. 

Es wird nun in der dritten Potenzsumme der Coefficicnt von q : 0, 
von q 5 : 

3H*(F*H — G’F.i - 3H»tFIi* - G*H) J — 3G J H‘(fI’F — G J I1) = 
3[H 7 F* — H 6 G’F — H 7 F J — G 4 I1 5 -f 2H*G’F - H‘G*F -f 
G'll 5 ] = 0. 

Ferner wird der Coefneient von q 3 : 

3[— Ii*G(F 3 H — G 5 F) 3 -r 2H*GF»(H*F — G*H) + (H'F — G’H/F’G 
— 2H 3 (F J H — G ‘FJF S GJ = 0. 

Ebenso verschwindet der Coeflicient von q* identisch, mithin auch 
der Ausdruck : 

l'i H- 16 1) 3 , 

0 

oder es ist: 

2s 0(r -1- 16 i) 3 = 0. 

» 0 
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Es ist klar, wie sich die Resultate, die wir für eine Transformation 
fünften Grades gefunden haben, auf eine Primzahltransformation belie- 
bigen Grades ausdehnen lassen. 

In der That , bezeichnet man die Wurzeln der zu dieser Transfor- 
mation n ten Grades gehörigen Modulargleichung der Reihe nach mit 

(p(nr) — Xoc, V'Q) = * r o> 

(T 4 (n — 1) 16\ 

tpl — - — ) = * 

\ n / (n— 1)16 

wobei an Stelle der Indices immer die ihnen nach dem Modul n con- 
gruenten Zahlen zu wählen sind . die kleiner als n sind , so können 
genau dieselben Schlüsse wie vorher gemacht werden, wenn sich eine 
Substitution linden lässt , die erstens sich nicht ändert , wenn an Stelle 
von entweder x k w oder x , gesetzt wird, die zweitens ihrem Mo- 

~k 

dul nach in sich selbst dividirt durch eine Potenz von (f{r) übergeht,- 
wenn an Stelle von x k : — gesetzt wird. 

% k 
l + k 

Solche Substitutionen lassen sich bei den Modulargleichungen, die 
zu einer Transformation siebenten und elften Grades gehören, wirklich 
aufstelleu. 

In der That bildet man für die ersteren den Ausdruck : 

^iW = (*oo — *»), (*i — * 4 ), («i — * 3 ), (*i — 



so sind die Grössen 

<l \(r -f 16) ..... r -1-6.1«) 

Wurzeln der Gleichung siebenten Grades: 

z’ + z‘a u 4 (l — u 8 ) 1 4 z 2 a,u 4 (l — u 8 ) 4 -f- z a 2 u’(l— u 8 )* — a s u 4 (l- u*) 
( 1 — u 8 + u‘ 8 ) = 0. 

Es ergiebt sich dieses daraus, dass sein muss : 

<Z> x + lö|» r = n P| (u 8 — l) <lr (a 0 ‘ r 4 a,' r u 8 + .... a' mir u 8B1 >), 



wobei : 



Pr' > 



4r + v' 



q r ' > 0 mod 2 , 

8m, 4 8q r ' = 8r — 2p r ' , 

3 ir =r=; 



o ** 
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und v' nnd ft' die kleinsten ganzen positiven Zahlen sind, die genügen: 
4r v ' =: 0 raod 7, 

3r + fi‘ ~ 0 mod 7. 

Bildet man ferner für die Modulargleichnngen , die zu einer Trans- 
formation elften Grades gehören, den Ausdruck: 

<P,l T ) — (Xqo — * 0 ), (x, — *,), (* 4 — *,), (x, — *,), (x# — *,), 

O* — *io)> 

so sind die Grössen 



<P,0), + 16) <£,(r + 10 • 16) 



Wurzeln einer Gleichung elften Grades, deren Coefficienten aus Potenz- 
summen der Form : 1 



io p 

+ 16|) r = (— l) r u r (u* 



q " 

1) r (aor"+a lr ' i u , +..a" m r u«“") 



zu berechnen sind. 

Die Grössen p r ", q r ", m" haben dabei ähnliche Bedeutung, wie 
die ihnen entsprechenden bei den Transformationen fünften und sieben- 
ten Grades. 
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In unserra Verlag« ist neu erschienen: 



Die Schule des Physikers. 

Experimentell und mathematisch durchgeführte Versuche 
als Leitfaden bei den Arbeiten im physikalischen Labora- 
torium. Bearbeitet von Dr. Ludwig Külp. 

Mif 36 Holzschnitten. 40 Bogen, gr. 8°. Preis 4 Thlr. 

In unserer rastlos vorwärtsstrebenden Zeit, wo die Naturwissen- 
schaften immer mehr fruchtbringenden Einfluss auf das practische 
Leben gewinnen, uns jeder Tag neue Anwendungen derselben kennen 
lehrt, tritt auch an die vorgerückten Disciplinen derselben die For- 
derung heran, dass deren Studium, wenn dasselbe nutzbringend sein 
soll, aus der theoretisch wissenschaftlichen in die rationellere prac- 
tische Bahn übergeht. Dazu gehört die Gründung naturwissen- 
schaftlicher Laboratorien zur practischen Ausbildung der Studi- 
renden. 

In der Chemie hat eine solche Bildung von Laboratorien bereits 
stattgefunden, und hauptsächlich hierdurch hat dieselbe auch den 
meisten Einfluss auf das practische Leben gewonnen. Bei der gleich- 
wichtigen Physik jedoch, deren experimentelle Ausführung zudem 
wegen der Mannigfaltigkeit der so exacten Arbeiten noch schwieriger 
ist — sind derartige Laboratorien, mit Ausnahme etlicher weniger 
grösserer Anstalten, entweder gar nicht vorhanden, oder dieselben 
figuriren blos dem Namen nach in den Programmen der betreffenden 
Anstalten. — Wohl nicht mit Unrecht wird man diesen Zustand aber 
zum grossen Theile dem Mangel einer zweckentsprechenden 
Grundlage für, physikalische Laborir-Arbeiten zuschreiben 
müssen, indem infolge dieses Mangels die letzteren nur mit grösster 
Mühe Seitens des leitenden Lehrers methodisch und mit dem erwar- 
teten Erfolge durchgeführt werden können. 

Der Verfasser des vorliegenden Werkes hat sich nun die Be- 
seitigung dieses Mangels zum Gegenstand gewählt. Gestützt auf 
vierzehnjährige Erfahrung in dem Cabinete einer höheren Anstalt, 
während welcher Zeit derselbe die physikalischen Laborir-Uebungen 
daselbst leitete, hat derselbe die Ansicht gewonnen, dass nur diejenigen 
Arbeiten mit Vortheil vorgenommen werden können, welche auf streng 
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wissenschaftlicher Grundlage quantitative Bestimmungen zum End/weck 
haben, indem nur diese den am meisten bildenden Einfluss äussern, 
wogegen qualitative Arbeiten nach den ersteren nicht mehr die ge- 
ringsten Schwierigkeiten darbieten können. Man wird daher in dem 
vorliegenden Werke überall das in der mathematischen Formel 
exact ausgedrückte Naturgesetz in erster Lipie sehen. 

An 126 grossen, fortschreitend geordnetenUebungsar- 
beiten (in sechs Abtheilungen: Mechanik, Magnetismus, Galvanismus, 
Akustik, Optik und Wärme) führt uns der Verfasser in Hauptzügen, 
sich an den gewöhnlichen Lehrgang anschliessend, die hauptsächlichsten 
Gesetze und directen Anwendungen der heutigen Physik vor. Eine 
jede Arbeit — Thema genannt — ist möglichst, ohne den Zusammen- 
hang des Ganzen zu verlieren, als ein abgeschlossenes Ganzes darge- 
stellt, und fast immer durch nur eigene Versuche belegt, so 
dass Alles gegeben ist, was die erreichbare Genauigkeit auch wirk- 
lich erreichen und schliesslich über den Werth der Arbeit nicht im 
Unklaren sein lässt. An diese grossen Arbeiten reihen sich noch 
38 kleinere zur Ergänzung an. Schliesslich ist dem Werke ein 
yn'hang beigegeben, welcher in die Experimentirkunst, Resul- 
tatebildung etc. im Allgemeinen, sowie in einzelne . bestimmte 
Gattungen von Versuchen einfuhrt — practische Andeutungen , die 
mit ein Hauptschlüssel zur Ausführung ' der physikalischen Versuche 
sein dürften. 

Der Verfasser hat mit möglichst einfachen und billigen Appara- 
ten, ausser etlichen grösseren zu Messungen erforderlichen, zu arbeiten 
gesucht. Hierdurch und durch, die bedeutende Menge des, gebotenen 
Stoffes, welcher eine angemessene Auswahl gestattet, bei völliger Aus- 
führung aber die Experimentirenden durch vier Studiensemester hin- 
durch beschäftigen kann, dient das Buch sowohl zum Gebrauch 
in grösseren und kleineren Cabineten, wie auch als Rath- 
geber für alle diejenigen Fächer, welche sich mit in die 
Physik einschlagenden Gesetzen befassen. 

Heidelberg, 



CacC Jömfec’s MnioecsifftfsßuifififlmffiHig. 



6793 »? „ 



. Winter'sche Buchdruekcrci in Darmstadt. 
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